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导数的概念与几何意义
PART 1



引例（一）：物理直观——非匀速直线运动的瞬时速度

一、物理直观：非匀速直线运动的瞬时速度
设位移函数为 𝑠 = 𝑠(𝑡)。质点在 [𝑡0, 𝑡0 + Δ𝑡]的平均速度为：

̄𝑣 = Δ𝑠
Δ𝑡 =

𝑠(𝑡0 + Δ𝑡) − 𝑠(𝑡0)
Δ𝑡

当 Δ𝑡 → 0时，平均速度的极限即为 𝑡0时刻的瞬时速度：

𝑣(𝑡0) = lim
Δ𝑡→0

𝑠(𝑡0 + Δ𝑡) − 𝑠(𝑡0)
Δ𝑡
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引例（二）：几何直观——曲线切线的斜率

二、几何直观：曲线切线的斜率
割线 𝑃0𝑃（其中 𝑃0(𝑥0, 𝑦0), 𝑃(𝑥0 + Δ𝑥, 𝑦0 + Δ𝑦)）
的斜率为：

𝑘割 = Δ𝑦
Δ𝑥 = 𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥
割线极限位置即为切线，切线斜率 𝑘即为差商极
限：

𝑘 = lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦
Δ𝑥 = tan𝛼 𝑥

𝑦

𝑦 = 𝑓(𝑥)

割线

切线 𝑇
𝑃0

𝑃

𝑃 → 𝑃0
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导数的严格数学定义

一、增量形式（微积分本源）
设 𝑦 = 𝑓(𝑥)在 𝑥0某邻域内有定义。若差商极限存在：

𝑓′(𝑥0) = lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥0)
Δ𝑥

记作 𝑓′(𝑥0)或 d𝑦
d𝑥
||𝑥=𝑥0

，刻画因变量随自变量的瞬时变化率。
二、动点形式（单点计算形态）
令动点 𝑥 = 𝑥0 + Δ𝑥（即 Δ𝑥 = 𝑥 − 𝑥0）：

𝑓′(𝑥0) = lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0)
𝑥 − 𝑥0

结构等价，消除增量符号 Δ；专用于判定分段点与具体数值点可导性。
局部性本质：导数是点态性质，仅由 𝑥0的极微小去心邻域决定，与远处无关。
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由导数定义求导：三步法与经典范例

一、由定义求导三步法范式
任给函数 𝑦 = 𝑓(𝑥)，按定义求导分为三步：

1. 算增量：Δ𝑦 = 𝑓(𝑥 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥)；
2. 算差商：Δ𝑦

Δ𝑥
= 𝑓(𝑥+Δ𝑥)−𝑓(𝑥)

Δ𝑥
；

3. 取极限：𝑓′(𝑥) = lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦
Δ𝑥
。

核心启示：若区间内每点皆可导，则 𝑥 ↦ 𝑓′(𝑥)构成导函数；初等函数导数公式本质上皆由定
义推导（其余公式可证，见后）！
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由导数定义求导：三步法与经典范例

二、经典推导范例：(sin𝑥)′ = cos𝑥

1. 增量（和差化积：sin𝐴 − sin𝐵 = 2 cos
𝐴+𝐵
2

sin
𝐴−𝐵
2
）：

Δ𝑦 = 2 cos (𝑥 + Δ𝑥
2 ) sin Δ𝑥2

2. 差商（分离第一重要极限结构）：
Δ𝑦
Δ𝑥 = cos (𝑥 + Δ𝑥

2 ) ⋅ sin(Δ𝑥/2)Δ𝑥/2

3. 极限（由余弦函数连续性与第一重要极限兑现）：

(sin𝑥)′ = lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦
Δ𝑥 = cos𝑥 ⋅ 1 = cos𝑥
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导数的几何意义：切线与法线方程

几何本质：切线的斜率
设曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥)在点 𝑃0(𝑥0, 𝑦0)处可导，则割线逼近极限下的切线斜率为：

𝑘切 = tan𝛼 = 𝑓′(𝑥0)

切线与法线方程的标准形式
■ 切线方程（斜率为 𝑓′(𝑥0)）：𝑦 − 𝑦0 = 𝑓′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0)；
■ 法线方程（垂直于切线）：𝑦 − 𝑦0 = − 1

𝑓′(𝑥0)
(𝑥 − 𝑥0) (𝑓′(𝑥0) ≠ 0)。

垂直切线特殊情形
若 limΔ𝑥→0

Δ𝑦
Δ𝑥

= ∞（导数不存在，如 𝑦 = 3√𝑥在原点），切线垂直于 𝑥轴，切线方程为
𝑥 = 𝑥0，法线方程为 𝑦 = 𝑦0。
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单侧导数与可导充要条件

单侧导数的标准定义
从自变量单侧邻域无限逼近的瞬时变化率：
■ 左导数：𝑓′−(𝑥0) = lim

Δ𝑥→0−
𝑓(𝑥0+Δ𝑥)−𝑓(𝑥0)

Δ𝑥

■ 右导数：𝑓′+(𝑥0) = lim
Δ𝑥→0+

𝑓(𝑥0+Δ𝑥)−𝑓(𝑥0)
Δ𝑥

单点可导充要判定定理
函数 𝑓(𝑥)在点 𝑥0处可导⇔ 𝑓′−(𝑥0) = 𝑓′+(𝑥0) = 𝐴 (𝐴为有限实数)。
核心考场应用场景
■ 分段函数分段点（两侧解析式不同）；
■ 绝对值折点（几何呈现尖角折点）；
■ 定义区间端点（端点仅存在单侧导数）。
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函数可导性与连续性的关系

一、可导必连续（定理与证明）
定理：若函数 𝑓(𝑥)在点 𝑥0处可导，则必在点 𝑥0处连续。
极简推导：因 lim

Δ𝑥→0
Δ𝑦
Δ𝑥

= 𝑓′(𝑥0)，由极限性质：

lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦 = lim
Δ𝑥→0

(Δ𝑦Δ𝑥 ⋅ Δ𝑥) = 𝑓′(𝑥0) ⋅ 0 = 0

增量趋于零，故函数在该点连续！
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函数可导性与连续性的关系

二、逆命题不真：连续不一定可导
经典反例：𝑓(𝑥) = |𝑥|在原点 𝑥 = 0处：
■ 显然在 𝑥 = 0处连续（lim𝑥→0 |𝑥| = 0）；
■ 计算单侧导数：

𝑓′−(0) = −1, 𝑓′+(0) = +1

■ 因 𝑓′−(0) ≠ 𝑓′+(0)，故在原点不可导！
■ 几何直观：尖点处两侧切线斜率突变，无唯一切线。

𝑥

𝑦

𝑦 = |𝑥|

𝑘− = −1 𝑘+ = +1

𝑂
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例 2-1-1：分段点处的可导性判定

题：典型例题 2-1-1
设函数

𝑓(𝑥) = {𝑥
2, 𝑥 ≤ 1
𝑎𝑥 + 𝑏, 𝑥 > 1

若 𝑓(𝑥)在 𝑥 = 1处可导，求待定常数 𝑎, 𝑏的值。
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例 2-1-1：破题分析

闸门一：连续性是可导的前提
函数在 𝑥 = 1处可导，必首先在 𝑥 = 1处连续：

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = 𝑓(1)

■ 左极限：lim
𝑥→1−

𝑥2 = 1；

■ 右极限：lim
𝑥→1+

(𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑎 + 𝑏；

■ 锁定方程 (1)：𝑎 + 𝑏 = 1。
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例 2-1-1：破题分析

常见致命避坑警示

■ 错误做法：直接对两侧求导得 𝑓′(𝑥) = {2𝑥, 𝑥 < 1
𝑎, 𝑥 > 1，令 2(1) = 𝑎 ⟹ 𝑎 = 2。

■ 病灶所在：两支导函数在端点的极限相等不等于原函数在该点可导！若原函数不连续，
直接求导必定犯错。

■ 正道：严格按照导数的差商定义式验证。

高等数学 15 / 35



例 2-1-1：规范解答与参数确定

规范解答
1. 由连续性建立方程：因 𝑓(𝑥)在 𝑥 = 1处可导，故必在 𝑥 = 1处连续。

𝑓(1) = 12 = 1, lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

(𝑎𝑥 + 𝑏) = 𝑎 + 𝑏 ⟹ 𝑎+ 𝑏 = 1 — (1)

2. 由导数定义计算左右导数：

𝑓′−(1) = lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)
𝑥 − 1 = lim

𝑥→1−
𝑥2 − 1
𝑥 − 1 = lim

𝑥→1−
(𝑥 + 1) = 2

𝑓′+(1) = lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)
𝑥 − 1 = lim

𝑥→1+
𝑎𝑥 + 𝑏 − 1
𝑥 − 1 = lim

𝑥→1+
𝑎𝑥 − 𝑎
𝑥 − 1 = 𝑎 (因𝑏 − 1 = −𝑎)

3. 联立求解：令 𝑓′−(1) = 𝑓′+(1) ⟹ 𝑎 = 2。代入 (1)式解得 𝑏 = 1 − 2 = −1。
■

高等数学 16 / 35



例 2-1-2：导数定义极限式的识别与变形

题：典型例题 2-1-2
设函数 𝑓(𝑥)在 𝑥 = 𝑥0处可导，且 𝑓′(𝑥0) = 𝐴。求极限：

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + 2ℎ) − 𝑓(𝑥0 − 3ℎ)
ℎ
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例 2-1-2：规范解答与结构配凑法

规范解答
在分子中添加并减去基准点值 𝑓(𝑥0)，拆分为两项差商：

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + 2ℎ) − 𝑓(𝑥0 − 3ℎ)
ℎ = lim

ℎ→0
[𝑓(𝑥0 + 2ℎ) − 𝑓(𝑥0)

ℎ − 𝑓(𝑥0 − 3ℎ) − 𝑓(𝑥0)
ℎ ]

= lim
ℎ→0

[2 ⋅ 𝑓(𝑥0 + 2ℎ) − 𝑓(𝑥0)
2ℎ + 3 ⋅ 𝑓(𝑥0 − 3ℎ) − 𝑓(𝑥0)

−3ℎ ]

因 𝑓′(𝑥0) = 𝐴存在，两子极限分别满足导数定义：
= 2𝑓′(𝑥0) + 3𝑓′(𝑥0) = 5𝑓′(𝑥0) = 5𝐴■

结构记忆法则：若 𝑓(𝑥)在 𝑥0可导，则：

lim
ℎ→0

𝑓(𝑥0 + 𝛼ℎ) − 𝑓(𝑥0 + 𝛽ℎ)
ℎ = (𝛼 − 𝛽)𝑓′(𝑥0)
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函数的微分与形式不变性
PART 2



微分的引入：增量的线性转写

一、无穷小转写定理
根据第一章极限与无穷小关系定理：

lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦
Δ𝑥 = 𝐴 ⇔ Δ𝑦

Δ𝑥 = 𝐴 + 𝛼 (𝛼 → 0)

两端同乘以自变量增量 Δ𝑥：
Δ𝑦 = 𝐴Δ𝑥 + 𝛼Δ𝑥

因 𝛼Δ𝑥 = 𝑜(Δ𝑥)，即得到真实的函数增量公式：

Δ𝑦 = 𝐴Δ𝑥⏟
线性主部

+ 𝑜(Δ𝑥)⏟
高阶误差
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微分的引入：增量的线性转写

二、微分的定义与微商兑现
■ 微分定义：增量的线性主部称为函数在点 𝑥0处的微分，记作：

d𝑦 = 𝐴Δ𝑥

■ 可微充要定理：一元函数在点 𝑥0处可微⇔可导，且主部系数恒为 𝐴 = 𝑓′(𝑥0)；
■ 自变量微分与微商：取 𝑦 = 𝑥得 d𝑥 = Δ𝑥，故 d𝑦 = 𝑓′(𝑥)d𝑥；莱布尼茨微商记号

d𝑦
d𝑥
= 𝑓′(𝑥)兑现为真正的商（两微分之商）！
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微分的几何意义：以直代曲

一、切线纵坐标增量
设曲线方程为 𝑦 = 𝑓(𝑥)，点 𝑃(𝑥0, 𝑦0)处的切线为
𝑇：
■ Δ𝑦：曲线上点从 𝑥0变到 𝑥0 + Δ𝑥时真实曲线
纵坐标增量；

■ d𝑦：相应切线上点的切线纵坐标增量；
■ 差值 Δ𝑦 − d𝑦 = 𝑜(Δ𝑥)：当 |Δ𝑥|极小时，高阶无
穷小误差可忽略不计。

数学核心思想：在局部微小邻域内，用线性切线逼
近非线性曲线——以直代曲。

𝑥

𝑦 𝑦 = 𝑓(𝑥)

切线

𝑥0

𝑃

𝑥0 +Δ𝑥

𝑄

𝑅
d𝑦

Δ𝑦
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基本初等函数基石：基本导数与微分速查表

一、幂函数、指数与对数函数族

函数类型 基本导数公式（𝑦′ = 𝑓′(𝑥)） 基本微分公式（d𝑦 = 𝑓′(𝑥)d𝑥）

常数函数 (𝐶)′ = 0 d𝐶 = 0

幂函数 (𝑥𝛼)′ = 𝛼𝑥𝛼−1 d(𝑥𝛼) = 𝛼𝑥𝛼−1d𝑥

指数函数 (𝑎𝑥)′ = 𝑎𝑥 ln 𝑎, (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥 d(𝑎𝑥) = 𝑎𝑥 ln 𝑎 d𝑥, d(𝑒𝑥) = 𝑒𝑥 d𝑥

对数函数 (log𝑎 𝑥)′ =
1

𝑥 ln 𝑎, (ln𝑥)′ = 1
𝑥 d(log𝑎 𝑥) =

d𝑥
𝑥 ln 𝑎, d(ln𝑥) = d𝑥

𝑥

认知要领：基本初等函数导数源于定义（可证），两端同乘 d𝑥即对偶生成微分。
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基本初等函数基石：基本导数与微分速查表

二、三角函数族与对偶生成机制

函数类型 基本导数公式（𝑦′ = 𝑓′(𝑥)） 基本微分公式（d𝑦 = 𝑓′(𝑥)d𝑥）

正弦函数 (sin𝑥)′ = cos𝑥 d(sin𝑥) = cos𝑥 d𝑥

余弦函数 (cos𝑥)′ = − sin𝑥 d(cos𝑥) = − sin𝑥 d𝑥

逻辑承接与核心悬念：
上述所有微分公式中，自变量均为最简单一元变量 𝑥。若将 𝑥替换为任意可导的复合
中间变量 𝑢（例如 sin(𝑥2 + 1)），上述微分结构是否依然保持不变？请见下节！
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全局运算引擎：一阶微分形式不变性

一、核心定理表述
无论是自变量 𝑥还是中间变量 𝑢（设 𝑢 = 𝑔(𝑥)可导），函数 𝑦 = 𝑓(𝑢)的微分形式恒保持
为：

d𝑦 = 𝑓′(𝑢) d𝑢

二、微分自洽机制与主线定位
若中间变量 𝑢 = 𝑔(𝑥)可微，自变量产生增量 Δ𝑥时，中间变量增量线性主部即为
d𝑢 = 𝑔′(𝑥) d𝑥：

d𝑦 = 𝑓′(𝑢) d𝑢 = 𝑓′(𝑢)(𝑔′(𝑥) d𝑥)

■ 本质飞跃：记号 d𝑢无论代表自变量还是中间变量微分，计算形式完全自洽！
■ 重要预告：下一讲将由此式两端同除 d𝑥，直接推出复合求导链式法则 d𝑦

d𝑥
= 𝑓′(𝑢) ⋅ 𝑔′(𝑥)。
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一阶形式不变性的算子化：占位符视角

一、占位符算子机制（源自前表）
由一阶形式不变性，前表基本公式中的自变量 𝑥均可脱胎换骨升级为任意表达式 □：

d(𝑓(□)) = 𝑓′(□) d□

只要 □处结构一致，微分规则通性通用：
■ d(sin□) = cos□ d□, d(𝑒□) = 𝑒□ d□, d(ln□) = 1

□
d□

二、算子化代数优势
■ 溯源自洽：sin, 𝑒, ln导数始于定义，微分成于乘 d𝑥，占位符成于形式不变性；
■ 免中间符号：求导过程无需反复设中间变量 𝑢, 𝑣，大幅降低符号认知负担；
■ 凑微分基石：为第四章不定积分“第一类换元积分法（凑微分法）”奠定统一运算律。
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微分在近似计算与
误差估计中的应用

PART 3



微分在近似计算中的原理

一、以直代曲的数学公式化
当 |Δ𝑥|很微小时，高阶无穷小误差 𝑜(Δ𝑥)可忽略：

Δ𝑦 ≈ d𝑦 = 𝑓′(𝑥0)Δ𝑥

展开函数增量 Δ𝑦 = 𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥0)，移项即得：

𝑓(𝑥0 + Δ𝑥) ≈ 𝑓(𝑥0) + 𝑓′(𝑥0)Δ𝑥

二、基点 𝑥0选取的两大黄金法则
1. 邻近原则：基准点 𝑥0距离目标计算点极其接近，使 |Δ𝑥|尽可能微小；
2. 易算原则：函数值 𝑓(𝑥0)与导数值 𝑓′(𝑥0)必须能精确且极易心算或手工算出。
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例 2-1-3：微分线性近似与误差验证

题：典型计算题 2-1-3
（1）利用微分近似计算 3√1.02的近似值；
（2）以 𝑦 = 𝑥3 在 𝑥0 = 2、Δ𝑥 = 0.01 为例，精确计算增量 Δ𝑦 与微分 d𝑦，验证
Δ𝑦 = d𝑦 + 𝑜(Δ𝑥)。
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例 2-1-3：规范解答与误差量级分析

规范解答
（1）近似计算 3√1.02

■ 设 𝑓(𝑥) = 𝑥1/3，选取基点 𝑥0 = 1, Δ𝑥 = 0.02；
■ 导数 𝑓′(𝑥) = 1

3
𝑥−2/3 ⟹ 𝑓(1) = 1, 𝑓′(1) = 1

3
；

■ 近似计算：3√1.02 ≈ 𝑓(1) + 𝑓′(1)Δ𝑥 = 1 + 1
3
× 0.02 ≈ 1.0067。

（2）验证 Δ𝑦 = d𝑦 + 𝑜(Δ𝑥)
■ Δ𝑦 = (2 + 0.01)3 − 23 = 2.013 − 8 = 8.120601 − 8 = 0.120601；
■ d𝑦 = 𝑓′(2)Δ𝑥 = 3(22) × 0.01 = 12 × 0.01 = 0.12；
■ 绝对误差 Δ𝑦 − d𝑦 = 0.000601 = 3(2)(0.01)2 + (0.01)3 = 𝑜(Δ𝑥)。

■
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实际工程测量中的误差估计模型

一、误差传递公式
设某个物理量 𝑦 = 𝑓(𝑥)，测量误差为 Δ𝑥：
■ 绝对误差限：设 |Δ𝑥| ≤ 𝛿𝑥

|Δ𝑦| ≈ |d𝑦| = |𝑓′(𝑥0)||Δ𝑥| ≤ |𝑓′(𝑥0)|𝛿𝑥

■ 相对误差限：
|||
Δ𝑦
𝑦
||| ≈

|||
d𝑦
𝑦
||| =

|||
𝑓′(𝑥0)
𝑓(𝑥0)

||| 𝛿𝑥
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实际工程测量中的误差估计模型

二、工程案例：球体体积误差
测得球半径 𝑟 = 10 cm，误差 |Δ𝑟| ≤ 0.01 cm。体积 𝑉 = 4

3
𝜋𝑟3的误差估计：

■ d𝑉 = 4𝜋𝑟2d𝑟 = 4𝜋(102) × 0.01 ≈ 12.57 cm3；
■ 相对误差：

d𝑉
𝑉 = 4𝜋𝑟2d𝑟

4
3
𝜋𝑟3

= 3d𝑟𝑟 = 3 × 0.01
10 = 0.3%
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总结与反思
PART 4



第 1讲核心要点与认知要领

一、两大核心概念的内在联系
■ 导数：描述瞬时快慢（微观变化率、切线斜率、数值标量）；
■ 微分：描述增量替代（线性主部、以直代曲、具有量纲）。
■ 纽带：d𝑦 = 𝑓′(𝑥)d𝑥 ⇔ d𝑦

d𝑥
= 𝑓′(𝑥)。

二、必须恪守的解题避坑要领
■ 分段点求导：严禁直接代入导函数，牢记双闸门（先验证连续，再算差商极限）；
■ 抽象增量极限：严格凑配单点导数定义式，杜绝无前提的洛必达；
■ 近似计算：基点 𝑥0必选易算近点，切线误差量级为 𝑜(Δ𝑥)。
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课程互动与讲师主页

在线主页与课程资源
■ 个人主页：

https://matnoble.top

■ 课程专栏：
https://matnoble.top/courses/

■ GitHub仓库：
https://github.com/MatNoble

自由交流与提问 (Q&A)
“学贵善疑，逻辑筑基”
感谢大家的专注聆听！
课件最新版本与补充资料见课程主页。
现在进入自由提问与交流时间。
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